Konzervdobozok dobozolasa

Szekcio: kozépiskola, specidlis matematikai tagozat

Juhdasz Péter: Hogyan forditsunk meg egy létrat az udvaron?

cimii eléaddsa ihlette, de kozvetleniil nem kapcsolodik az ott elhangzottakhoz

Grallert Krisztina

Foldes Ferenc Gimnazium

grallertk@ffg.hu



B BOLYAI Rdtz LdszI6 Vandorgy(ilés, 2025.07.2-5. Miskolc

A dolgozatban egy olyan probléma szerepel, amely megfogalmazasa nagyon egyszer(,
bizonyos esetekben a valasz megadasdhoz kevés matematikai ismeret sziikséges (Pitagorasz-tétel,
korokkel kapcsolatos egyszerti ismeretek, esetleg szogfiiggvények), de a pontos bizonyitas nehéz
vagy még nem is ismert. JO lehetdséget kinal viszont arra, hogy egyszeriibb esetekben a didkok

probalkozzanak €s a szamolasok soran alapvetd geometriai ismereteiket hasznaljak.

A feladat: egyforma, korhenger alaku konzervdobozokat kell egy kartondobozba
bepakolni. A kartondoboz alaplapja négyzet. Példaként nézziik 9 konzervdoboz esetét. A hengerek

Ssugara .

Az abran lathato elrendezés esetén a kartondoboz alaplapja egy 3 - 2r = 6r oldala

négyzet.

b

Mi a helyzet mas szamu konzervdoboz esetén?

Legyen a dobozok szdma n = 1. Ekkor a sziikséges kartondoboz alaplapja egy 2r hosszsagi

négyzet.

n=2

-

Kihasznéljuk, hogy az érintkez6 korok kozéppontjainak tavolsaga a sugarak

Osszege, valamint a négyzet atléja az oldalhossz v/2-szerese. PO, = j—; =rv2. A

/

Konnyli meghatarozni a kartondoboz oldalhosszat négyzetszamnyi konzervdoboz esetén.

négyzet oldalhossza 2r + rv2 = (2 + /2)

Ha n = 4, a négyzet oldalhossza 4r, ha n = 16, a négyzet oldalhossza 8r, éltalaban n? db

konzervdoboz esetén az oldalhossz 2nr.

A korpakolasi probléma: koroket (egyenld vagy eltérd sugaru) kell egy sokszog belsejében
elhelyezni tigy, hogy a koroknek nem lehet kozos belsé pontja, azaz érinthetik, de nem metszhetik
egymast. Kereshetjiik azt az elhelyezést, amikor a sokszog oldalhosszai a lehetd legkisebbek (ezzel

foglalkozunk részletesebben a tovabbiakban), vagy a lehetd ,,legstirtibb” elhelyezést, amikor a
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korok osszteriilete

hanyados a lehet6 legnagyobb. (Példaként: 9 konzervdoboz el6bbi elhelyezése

sokszog teriilete

r’m  m
=-)

3612 4

estén a slirliség

Négyzet alapu kartondoboz
Négyzet alapi kartondobozba helyeziink adott szamu konzervdobozt és a sziikséges
legkisebb négyzet oldalhosszat keressiik. A konzervdobozok szamat n, sugarat r jeloli. Azn = 1

illetve n = 2 esetekkel készen vagyunk.

n = 3 esetén az elso otlet:

A négyzet oldalhossza r + 2r +r = 4r. A kozéppontok altal alkotott szabalyos haromszog

magassaga rv/3, igy az abran m-mel jelolt szakasz

m=1+1V3+r=7r(2++3) < 4r, igy belefér a négyzetbe.

N

Van-e ennél jobb elhelyezés, azaz lehet-e 4r-nél kisebb a négyzet oldala?

Billentstik el a hdrom paronként érintkezd kort.

Legyen PO; parhuzamos a négyzet a oldalaval és <(P0,0,0,) = a

0102P derékszogli haromszdgben O,P = 2r - cos a, a négyzet oldalhossza
y a=2r+2r-cosa

0203Q derékszogli haromszogben 0;0,Q<% = 90° — 60° — a = 30° — «,

0,Q = 2r-cos(30° — a), b = 2r + 2r - cos(30° — a).

A doboz alaplapja négyzet, ezért a = b, ebbdl cosa = cos (30° — a). @ hegyesszog, tehat
a =30°—a, igy a = 15° A négyzet oldala a = 2r + 2r-cos 15° =r (2 + \/2—E+§) < 4r,

valdban jobb elrendezés.

n = 5 esetén a legjobb elrendezés:

Az elrendezés szimmetridja miatt O1020504 négyzet. Kihasznaljuk, hogy az
° o érintkezd korok koézéppontjainak tavolsdga a sugarak Osszege, valamint a
° négyzet atloja az oldalhossz v/2-szerese.

e A négyzet oldalhossza 2r + 2rv/2 = 2r(1 + \/7)
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n = 6 esetén a legjobb elrendezés:

Az elrendezés a BE egyenesre szimmetrikus. Az abra jeldléseivel:
a = 2r + 2x, b = 2r + 3y. A doboz alaplapja négyzet, igy a = b,

ebbdl 2x = 3y. A Pitagorasz-tétel alkalmazasaval:

x? +vy% =4r? ebbdl y = %, X = %. A négyzet oldalhossza
12
r (2 + \/%)

Szabalyos haromszog alapu kartondoboz

Pakoljuk most szabalyos haromszdg alapu kartondobozba a konzervdobozokat.

n = 1 esetén a kor a haromszog beirt kore, igy a haromszog oldalhossza a = 2v/3 - r

n = 2 esetén az elrendezés:

Az ADO; és BEO: haromszogek 30°-60°-90° szogekkel

rendelkeznek, AD = BE = r/3, DE = 2r.
\ A szabalyos hdromszog oldalhossza 21"(1 + \/§)
. 'D 'E A !

n = 3 esetén az elrendezés:

A Felhasznidlva n =2 eset szdmolasdit a szabalyos haromszog

“A oldalhossza 2r(1 + v3).
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Az elrendezés forgasszimmetridgja miatt az 010203
haromszog 120°-0s szoggel rendelkezd egyenldszart

haromszog.

010, = 2r, 0,05 = 2r- 2.2 = 2rV/3

Az ADO:> ¢s a BEO3 haromszogek 30°-60°-90° szogekkel
rendelkeznek, AD = BE = r/3.

A szabalyos haromszog oldalhossza 47+/3.

n = 5 esetén egy jo elrendezés:

C

Az el6z6 esetekhez hasonld szamoldssal a szabalyos

haromszog oldalhossza 2r(2 + \/§)

ASLEN
AN

n = 6 esetén a j6 elrendezés:

A

Az el6z6 dobozba még egy konzervdoboz elfér. A

szabalyos haromszog oldalhossza most is 2r(2 + \/§)

Az n=2 ¢és n=3 esetekben, valamint az n=5 ¢és n = 6esetekben ugyanakkora

oldalhosszlisag szabalyos haromszdg jelenti az optimalis dobozméretet. Erdds Pal és Norman
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Oler sejtése szerint, ha n haromszogszam, akkor n db és n — 1 db kor azonos oldalhosszisagu
szabalyos haromszdgbe pakolhat6 be és az n — 1 kdrre az optimalis pakolas ugy valdsithatdo meg,
hogy n kor ,,méhsejt” (,,hatszogleti”’) pakolasabol egy kort eltavolitunk. A sejtés n < 15 esetén

igaz, nagyobb n-ekre még nem bizonyitott.

Egyenloszaru derékszogi haromszog alapua kartondoboz

A kartondobozok alaplapja legyen egyenlOszara derékszogli haromszég. A legkisebb
befogodt keressiik.

n = 1 esetén a kor a haromszog beirt kore, r(Z + \/7) befogoju derékszoglh haromszogbe irhatd

r sugara kor.
n=2

Felhasznaljuk, hogy a korhoz kiilsé pontbol huazott

érintdszakaszok egyenldk és a hdromszog atfogodja a befogok

\/2-szerese.
AD =1,DE = rV2,BE = x

BF =x =CG,FG = 2r

(r+r\/§+x)\/7=2x+2r, ebbdl x=r(1+\/§) és a

befogod r(2 + 2\/5)

Egy masik lehetdség, hogy A pontbol megrajzoljuk a két kor kozos érintdjét. Ez a szimmetria miatt
o a BC atfogot a felezOpontban (M pont) metszi. Az ABM

haromszog egyenldszarti derékszogii haromszog. Jeldlje b az

AB = AC szakaszok hosszat. AM = BM = \7—5. Felhasznaljuk,

hogy derékszogii haromszogbe irt kor sugara fele akkora, mint

a befogok Osszegének és az atfogonak a kiilonbsége:

b
2

r =
b =r(2+2\/7).

6

, amibdl rendezés utan a befogd hossza
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n=3
Az el6z0 feladat elsé megoldasahoz hasonld gondolatmenettel

AD =71, DE = 2r, EB = BF = x, FG = 2r\J2 és

(3r + x)V2 = 2x + 2rV/2, ebbél x =

M, valamint a

befogd r(4 + \/E)

AD =, DE = 212, EB = BF = x,
FG = 4r

(r+2rV2 + x)V2 = 2x + 4r, ebbdl x =r(1++2),
valamint a befogd r(Z + 3\/?)
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O:TO2 haromszog szogei 30°, 60°, 90°. 010203
haromszég  szabalyos, 020304  egyenldszaru

derékszogli haromszog. GB = BQ = x

X = r(l + \/E), hiszen GBQO3 négyszog egybevago
az el6z6 abra EBFO2 négyszogével és

AB =7(4+2 +/3)

A haromszog befogdjanak hossza az n = 3-ra kapott

hosszbol adédik: (6 + 2).

Megjegyzés: ez a haromszog-elrendezés jelenik meg

minden haromszogszam n érték esetén.
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Kor alaku talca

A konzervdobozokat kor alaku talcara rakjuk a kartondobozbodl. Kérdés: mekkora

legkisebb talca sugara, amelyen elférnek a konzervdobozok (ha nem lehet ket egymasra pakolni)?

n = 2 esetén a talca sugara az abrarol leolvashat6, R = 2r.

Az 010,03 szabalyos haromszog oldalhossza 2r, magassaga V3, a

N/ talca O kozéppontja ennek a haromszognek a stlypontja, igy R =r +

2 3+24/3
STV =T

Az 010,0304 négyzet oldalhossza 2r, 4tloja 2r/2, a talca sugara
oo Rmr T (144D

egy szabdlyos 6tsz0g csucsaiban helyezkedik el. Jelolés 00, = x.

040 0O10E derékszogli haromszdgben az O csticsnal 1évo szog 36°,
; r 4r
4 igy x = =

H A konzervdobozok legjobb elhelyezése esetén azok kdzéppontja

sin 36° J10—2v5

° ar 2
—T'(1+ ’2+\/—§)

A talcasugaraR = r +
g 10-2v5

Megjegyzés: 1968-ban bizonyitotta R.L. Graham, hogy ez valoban az optimalis elhelyezés.
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Két optimalis elhelyezés is van: a
hat konzervdoboz egy szabalyos

_ x hatszog csucsaiban helyezkedik
’ el vagy egy szabalyos Otszog
y k # csucsaiban. A talca sugara

mindkét esetben R = 3r. R. L.

Graham bizonyitotta 1968-ben,

hogy nincs jobb elrendezés.

Koénnyen lathato, hogy az elsd elrendezés esetén még egy doboz elfér a talcan, igy n = 7 esetén

IS R = 3r a megoldas.

Forrasok:

Alfred S. Posamentier, Robert Geretschldger: The circle: a mathematical exploration beyond the
line (2016, Prometheus Books)

Circle packing - Wikipedia

Packomania
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https://en.wikipedia.org/wiki/Circle_packing
http://www.packomania.com/

